Kapitel 10

Von—Mises—Wielandt—Verfahren

Im Folgenden wollen wir uns ausschlieflich auf reelle, symmetrischen Matrizen der Ord-
nung n beschrinken. Wie im letzten Kapitel diskutiert, sind fiir solche Matrizen alle
Eigenwerte \;, 2 = 0,1,...n—1, und Eigenvektoren u; reell. Weiters gilt, dass die Eigen-
vektoren ein vollstdndiges Basissystem bilden, d.h., dass jeder Vektor @ auf diesen Satz
von Vektoren aufgespannt werden kann,

x = Zci u;. (10.1)

Unter der Annahme, dass alle u; die Lénge Eins besitzen, d.h. ||u,|| = 1, sind die Koef-
fizienten durch ¢; = u; -  gegeben.

10.1 Grofiter Eigenwert einer Matrix

Das Verfahren von v. Mises und Wieland ist das einfachste Verfahren unter den soge-
nannten Unterraummethoden. Da es in der Regel nur langsam konvergiert, wird es in der
urspriinglichen Form in der Praxis fast nie angewendet. Sein Versténdnis ist aber grundle-
gend fiir das vieler anderer Verfahren. Deshalb wollen wir hier etwas ausfiihrlicher darauf
eingehen.

Das Verfahren besteht darin, dass man versucht, den grofiten Eigenwert einer Matrix A
zu bestimmen (weiter unter werden wir auch Verallgemeinerungen fiir die Bestimmung
des kleinsten bzw. beliebiger Eigenwerte angeben). Es soll ein geeigneter Startvektor ()
gegeben sein, den wir entprechend Glg. (10.1) auf die Eigenvektoren aufspannen kénnen,

2 = Zci u;. (10.2)
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Es sei an dieser Stelle betont, dass wir die Eigenvektoren w; nicht kennen. Allerdings wird
sich im Folgenden zeigen, dass wir ausgehend von Glg. (10.2) einige bestimmte Eigenwerte
sowie zugehorige Figenvektoren einfach bestimmen koénnen. Dazu multiplizieren wir Glg.
(10.2) von links mit A, und erhalten

Entsprechend liefert die k-fache Anwendung von A

n—1 k
by
AFg©) = E & /\iC u; = AIS <Co Ug + g Ci (/\—Z) Uz‘); (10.4)
i=1 0

i
wobei wir im letzten Schritt den betragsméafig grofiten Eigenwert Ay herausgezogen ha-

ben. Offensichtlich gilt, dass in der Summe alle Beitrage mit |\;| < Ao fiir £ — oo gegen
Null gehen. Also gilt

%Ak z© — ¢y ul® mit k£ — oo. (10.5)
0
Durch sukkzesive Anwendung der Matrix A auf den Startvektor z(®) erhalten wir somit
den betragsméflig grofiten Eigenwert sowie den zugehorigen Eigenvektor. Damit das Ver-
fahren funktioniert muss also gelten, dass kein Eigenwert \; betragsmiflig gleich A\ ist
(d.h. nur ein groBter Eigenwert existiert) sowie der urspriingliche Startvektor x(®) eine
von Null verschiedene Komponente entlang wg besitzt (d.h. ¢y # 0).

0

) zu berechnen,
k)

Es ist einsichtig, dass es numerisch nicht sinnvoll ist, die Folge A*F a!
weil dann sehr schnell sehr groBe bzw. sehr kleine Zahlen auftreten. Man wird also a(
jedesmal wieder geeignet normieren, da es bei einem Eigenvektor ohnehin nicht auf den
Normierungsfaktor ankommt. Dies ergibt folgende Rechenvorschrift: Gegeben sei (9 mit
||| = 1. Fiir k = 1,2,... berechne man

z® = y"/Iy"| (10.6)

solange, bis sich der approximative Eigenwert p, bzw. Eigenvektor x®) nur mehr ge-
ringfiigig dndert. Das vollstdndige Verfahren ist in Box 10.1 dargestellt.

Aufgabe 10.1— Implementieren Sie das Von—Mises—Wielandt—Verfahren. Be-
nutzen Sie die Vorlage aus
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Von—Mises—Wielandt—Verfahren

1. Gegeben sei eine reelle, symmetrische n x n-Matrix A,
ein Startvektor 2(®) £ 0 sowie die Toleranz ¢ (z.B. e = 107%)

2. Schleife iiber k = 1,2, ...
(a) Berechne y(k) — A k-1

(b) Berechne py = =1 . y*)
(c) Setze ) = y®) /||y®)||

3. Falls [p®) — p=1| > ¢ zuriick zu 2.

Bozx 10.1. Von-Mises—Wielandt—Verfahren zur Bestimmung des grofiten Eigenwertes ei-
ner reellen, symmetrischen n x n-Matrix. Nach Abbruch der Schleife iiber k ist p; der
angeniherte grofite Eigenwert und x®) der zugehorige angeniherte Eigenvektor.

http://physik.uni-graz.at/“uxh/lineare-algebra/EigenvIterate.cc

und vervollstandigen Sie die Funktion double iterate, die die Schritte (a—c)
aus Box 10.1 durchfiihrt, und den approximativen Eigenwert pj zuriickliefert.

Testen Sie das Verfahren fiir die Matrix

1
11 8 12 (10.7)
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mit dem betragsméafig grofiten Eigenwert 34.0455 und dem zugehorigen Ei-
genvektor (—0.344151, —0.0872938, —0.477034, 0.8080655).

10.2 Kleinster Eigenwert einer Matrix

In vielen Anwendungen sind die betragskleinsten Eigenwerte gesucht. Der betragskleinste
Eigenwert von A ist der inverse betragsgrofite Eigenwert von A~!. Die Anwendung des
Verfahrens aus dem vorigen Abschnitt auf A~! leifert also die Moglichkeit, den betrags-
kleinsten Eigenwert von A zu bestimmen.
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Aufgabe 10.2— Vervollstdndigen Sie das Programm aus Aufgabe 10.1 so,
dass auch der betragsméflig kleinste Eigenwert berechnet wird. Benutzen Sie
hierzu die in Kapitel 4 erstellte Routine GaussJordanPivot.

Testen Sie das Verfahren fiir die Matrix aus Aufgabe 10.1, wobei der be-
tragsméafig kleinste Eigenwert —0.391124 ist.

LLoschen Sie in Eigenvlterate.cc die Zeile

v fill (x,x4n,0.); x[n—1]=1;
Welches Ergebnis erhalten Sie? Warum?

Bei der Bestimmung des betragskleinsten Eigenwertes ist es nicht einmal notig, A~!
explizit zu bilden. Vielmehr geniigt es, die Bildung von y* durch

Ay = gD (10.8)

zu ersetzen. Somit konnen wir auch das LU-Verfahren bzw. seine Verallgemeinerung fiir
tridiagonale Matrizen verwenden.

Harmonischer Oszillator.—Gegeben sei die Eigenwertgleichung

fiir die der kleinste Eigenwert Ej sowie der zugehorige Eigenvektor w)o(x)
gesucht seien. Fiir z € [—é, é] konnen wir den Ortsbereich in n dquidistante
Intervalle der Lange h unterteilen.
Der Differentialoperator in Glg. (10.9) kann dann entsprechend der Diskussion
aus Abschnitt 6.4.2 diskretisiert werden, und wir erhalten eine Tridiagonal-
matrix mit den Diagonalelementen

1 . .
S (L/24i-h?, =012, 01, (10.10)

und den Nebendiagonalelementen —1/(2h?).

Aufgabe 10.3— Berechnen Sie den kleinsten Eigenwert fiir den harmonischen
Oszillator. Benutzen Sie die Vorlage

http://physik.uni-graz.at/ uxh/lineare-algebra/EigenvHarmonic.cc
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sowie die Klasse Tridiag aus Abschnitt 6.4.1 zur Invertierung von tridiagonalen
Matrizen, und vervollstdndigen Sie die Schleife iiber it im Hauptprogramm.

Welches Ergebnis erhalten Sie?

10.3 Beliebige Eigenwerte

Schliellich wollen wir noch diskutieren, wie man beliebige Eigenwerte bestimmt. Wenn
wir in der Gleichung Ax = Ax auf beiden Seiten den Term pa subtrahieren, erhalten
wir

(A—pul)z = () — p) . (10.11)

Offensichtlich kénnen wir diese Gleichung benutzen, um die Eigenwerte zu bestimmen, die
am néchsten bei p liegen. Dazu verwenden wir das Verfahren aus dem vorigen Abschnitt
zur Berechnung des betragskleinsten Eigenwertes, allerdings fiir die “verschobene” Matrix
A — pll anstelle von A.

Bei der Diskussion des ) L-Verfahrens werden wir noch einmal auf diese “Verschiebung”
zuriickkommen und zeigen, dass das Konvergenzverhalten durch geeignete Wahl von p
gesteuert werden kann.

Aufgabe 10.4— Versuchen Sie durch “Verschiebung” die restlichen Eigen-
werte aus Aufgabe 10.1 zu bestimmen.



